





A tartószerkezetek tervezØsØnek egyik lØnyeges lØpØse a rœdkeresztmetszetek mØ-
reteinek felvØtele. Ez nem szokott problØmÆt okozni a kØt- vagy többtÆmaszœ tar-
tók esetØben, de a keretszerkezetek igØnybevØteleit ÆltalÆban kØnytelenek vagyunk
önkØnyesen felvett rœdkeresztmetszetekkel, szÆmítógØppel  esetleg többször is 
kiszÆmítani ahhoz, hogy meghatÆrozhassuk a rudak keresztmetszeti mØreteit. Csak
ily módon kaphatunk vÆlaszt arra a kØrdØsre is, hogy egyÆltalÆn lehet-e keretet ter-
vezni, vagy merevítıfalak (is) szüksØgesek az ÆllØkonysÆg biztosítÆsÆra.
A következıkben elıször igyekszünk röviden Øs szemlØletesen bemutatni a ke-
retszerkezetek erıjÆtØkÆt, majd egy közelítı módszert javaslunk az igØnybevØtelek
(Øs ezzel együtt a rœdkeresztmetszetek) gyors meghatÆrozÆsÆra.
2. A KERETEK ERÕJ`TÉK`NAK SZEMLÉLETES ISMERTETÉSE
A keretszerkezetekben ÆltalÆban a vízszintes terhek, elsısorban a szØlerık okoz-
zÆk a mØrtØkadó igØnybevØteleket. A vízszintes erıkbıl szÆrmazó erıjÆtØkot az
jellemzi, hogy a külsı teherbıl az oszlopokra jutó nyomatØk egy rØszØt a gerendÆk
 sajÆt hajlítÆsuk rØvØn  az oszlopokban mßködı hœzó-nyomó (derØk-)erıkkØ ala-
kítjÆk Æt. MinØl merevebbek a gerendÆk az oszlopokhoz kØpest, annÆl nagyobb rØ-
sze alakul Æt a nyomatØkoknak derØkerıkkØ, Øs ennek megfelelıen annÆl nagyobb
mØrtØkben csökkennek az oszlopok hajlítónyomatØkai. Ezzel egyidejßleg termØ-
szetesen megnınek a gerendÆkban a nyomatØkok.
LÆthatjuk tehÆt, hogy az oszlopok Øs a gerendÆk merevsØgØnek arÆnyÆval befo-
lyÆsolhatjuk a bennük Øbredı nyomatØkok nagysÆgÆt. Ahhoz azonban, hogy ezt
megtehessük, szüksØgünk van egy egyszerß, Ættekinthetı, közelítı módszerre,
amellyel gyorsan meghatÆrozhatjuk ezeket a nyomatØkokat, Øs amely megmutatja:
mit Øs milyen mØrtØkben kell vÆltoztatnunk ahhoz, hogy megfeleljenek a rœdke-
resztmetszetek. EzØrt egy cØlszerß modellt kell vÆlasztanunk a keretszerkezetek-
hez.
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Ebben a dolgozatban nem kívÆnunk a stabilitÆsi kØrdØsekkel foglalkozni (a nyo-
móerık okozta nyomatØknövekedØstıl is eltekintünk), Øs az oszlopokat össze-
nyomhatatlanoknak tekintjük. Nem vesszük figyelembe a gerendÆk nyírÆsi alak-
vÆltozÆsÆt.
Az oszlopokban Øbredı nyomóerık kiszÆmítÆsÆt sem rØszletezzük, mivel a füg-
gıleges terhekbıl szÆrmazókat igen könnyß megkapni, a szØlteherbıl keletkezık
pedig ezekhez kØpest ÆltalÆban kicsik.
3. A KERETSZERKEZETEK SZ`M˝T`S`HOZ ALKALMAZHATÓ
EGYSZERÛ MÓDSZER
A keretszerkezetekhez cØlszerßen alkalmazható egyszerß módszer Csonka P. kØt
dolgozatÆn [1], [2] alapul. AlkalmazhatósÆgÆnak feltØtelei a következık:
 az egyes oszlopok keresztmetszete Ællandó;
 az egymÆs fölött lØvı gerendÆk merevsØge minden szinten azonos, kivØve a
legfelsıt, amelynek hajlítÆsi merevsØge a többiekØnek fele (1. Æbra);
 az emeletmagassÆgok is azonosak;
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1. Æbra
 az oszlopok mereven be vannak fogva az alapba;
 a keret arÆnyos, azaz az oszlopok Øs a gerendÆk merevsØgi arÆnyai olyanok,
hogy az egyes oszlopok kilendülØs közben azonos deformÆciót szenvednek.
Ez akkor teljesül, ha az egyes oszlopok merevsØge œgy arÆnylik egymÆshoz,
mint a hozzÆjuk csatlakozó gerendavØgek merevsØgeinek összege. Az 1. Æb-
rÆn vÆzolt hÆromlÆbœ keret esetØben ez az oszlopok Øs a gerendÆk merevsØ-






















Ha a vizsgÆlt keret merevsØgei nem felelnek meg az arÆnyos keretekre elıír-
taknak, akkor eredmØnyeink annÆl pontatlanabbak lesznek, minØl inkÆbb el-
tØrnek a merevsØgek az arÆnyos keretekre megadottaktól.
A Csonka-fØle módszerhez alkalmazott modell elıÆllítÆsÆhoz elıször is a keret
oszlopait egyetlen helyettesítı oszloppÆ fogjuk össze, melynek I inercianyomatØ-
ka az egyes oszlopok inercianyomatØkainak összege. A gerendavØgek hajlítÆsi
merevsØgeit ugyancsak összegezzük egy-egy szinten, Øs egyenletesen elosztjuk
(elkenjük) az oszlop hossza mentØn. Ily módon egy olyan kontinuum-oszlopot
kapunk, amely elfordulÆs ellen folytonosan rugalmasan van Ægyazva, Øs alul az
alaptestbe mereven be van fogva. Elıször ennek a kontinuum-oszlopnak az erıjÆ-
tØkÆt hatÆrozzuk meg, majd figyelembe vesszük, hogy a gerendÆk a valósÆgban
nem elosztottan, hanem összpontosan (koncentrÆltan) fogjÆk meg az oszlopokat.
Ennek a modellnek a segítsØgØvel Csonka zÆrt kØpleteket adott meg a gerendÆk-
ról az oszlopokra ható (összpontos) nyomatØkok meghatÆrozÆsÆra. Ezek ismeretØ-
ben a keretszerkezet oszlopainak nyomatØkait Csonka szerint œgy hatÆrozhatjuk
meg, hogy mßködtetjük az oszlopokra a szØlerıket Øs a gerendÆkról leadódó össz-
pontos nyomatØkokat, majd ezekbıl az oszlop nyomatØkait a statika szabÆlyai sze-
rint szÆmítjuk ki.
Közelítıen azonban œgy is meghatÆrozhatjuk az oszlopnyomatØkokat, hogy a
kontinuum-oszlopra kiszÆmított folytonos nyomatØkÆbrÆhoz minden gerendaszin-
ten hozzÆadjuk (ill. levonjuk belıle) a gerenda Æltal leadott összpontos nyomatØk
felØt, Øs az így kapott pontokat egyenesekkel összekötjük. (Ez azØrt közelítØs, mert
a valósÆgban a gerendanyomatØkoknak nem pontosan a felØt kell levonni, ill. hoz-
zÆadni a folytonos nyomatØkÆbrÆhoz.) A legfelsı gerenda helyØn termØszetesen a
gerendÆról leadódó teljes nyomatØkot kell az oszlopra mßködtetnünk. E módosí-
tott, közelítı módszer elınyeit a következıkben vÆzoljuk.
A Csonka-fØle modell elınye egyszerßsØge Øs szemlØletessØge. Az egyszerßsØg
abban Æll, hogy szØlteher esetØben zÆrt kØpleteket lehet megadni mind a legalsó ke-
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resztmetszetben, mind az oszlop közepetÆjÆn Øbredı legnagyobb oszlopnyomatØk-
ra, valamint a legnagyobb gerendanyomatØkra. A vÆzlattervezØs sorÆn többre Ælta-
lÆban nincs is szüksØgünk. Ha pedig az oszlopnyomatØkokat az imØnt említett
módon, vagyis a kontinuum nyomatØkÆbrÆjÆnak Øs a gerendanyomatØkok felØnek
összegezØsØvel Ællítjuk elı, akkor a módszer szemlØletesen mutatja a keret erıjÆtØ-
kÆnak alakulÆsÆt mind a vØgtelen merev, mind a zØrus merevsØgß gerendÆk esetØ-
ben: a modell mind a kØt szØlsısØges esetben szemmel lÆtható módon Ætmegy a
pontos megoldÆsba. A vØgtelen merev gerendÆs esetben a kontinuum-oszlop nyo-
matØkai zØrussÆ vÆlnak Øs csak a (merev) gerendÆkkal megfogott oszlop nyomatØ-
kai maradnak meg, amit azonnal fel tudunk írni; a zØrus merevsØgß gerendÆk ese-
tØben viszont eltßnnek a gerendÆk megfogó nyomatØkai Øs csupÆn a kontinuum-
oszlop nyomatØkai maradnak meg: ezek most egy alul befogott szabad oszlop nyo-
matØkaival lesznek egyenlık. (Szabatosan vØve ilymódon nem kapjuk meg ponto-
san a vØgtelen merev gerendÆknak megfelelı nyomatØkokat, mivel ehhez nem
megfelezni kellene a gerendanyomatØkokat, de az így elkövetett hiba kicsiny.)
A következıkben a Csonka-fØle módszer fıbb eredmØnyeit fogjuk összefoglal-
ni, majd bemutatjuk a módszer tovÆbbfejlesztØsØt:
 megvizsgÆljuk a fentemlített közelítØst, vagyis a gerendanyomatØkok felØnek
a kontinuum nyomatØkÆbrÆjÆhoz való hozzÆadÆsÆt, ill. a belıle törtØnı kivo-
nÆsÆt;
 ugyanezzel a közelítØssel meghatÆrozzuk az oszlop közepe tÆjÆn keletkezı,
helyi maximumot adó nyomatØk helyØt;
 meghatÆrozzuk a keret felsı pontjÆnak vízszintes eltolódÆsÆt;
 ahol lehet, kiküszöböljük a kØpletekbıl a nagy szÆmok kis különbsØgØt;
 megvizsgÆljuk: milyen feltØtelek mellett maradnak ØrvØnyesek a kØpletek a
magassÆg mentØn vÆltozó oszlop- Øs gerendamerevsØgek esetØben.
4. A KERET ERÕJ`TÉKA A FÜGGÕLEGES MENTÉN
EGYENLETESEN MEGOSZLÓ V˝ZSZINTES TEHERRE
Csonka [1], [2] zÆrt kØpleteket adott meg a magassÆg mentØn egyenletesen meg-
oszló erıkkel terhelt keretek igØnybevØteleire. Mi ezeket az eredmØnyeket ki fog-
juk egØszíteni a keret felsı pontjÆnak SzerØmi L.-tól [4] szÆrmazó kifejezØsØvel.
Megadjuk az oszlop közepetÆjÆn Øbredı, helyi maximumot adó oszlopnyomatØk
helyØt Øs nagysÆgÆt is. Ezenkívül  SzerØmi L. [4] alapgondolatÆt követve  œgy
fogjuk Ætalakítani a kØpleteket, hogy ahol csak lehet, kiküszöböljük belılük a nagy
szÆmok kis különbsØgØt adó, hiperbolikus függvØnyekbıl Ælló kifejezØseket. E cØl-
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ból ezeket a hiperbolikus függvØnyeket, jól ismert definiciós kØpletüket felhasz-
nÆlva, Ætalakítjuk ex Øs ex típusœ függvØnyekkØ.
Elıször Csonka eredeti kØpleteit fogjuk közölni, majd utÆna a fentiek szerint Æt-
alakított kifejezØseket.
A szØlteherrıl feltØtelezzük, hogy intenzitÆsa a magassÆg mentØn nem vÆltozik.
Ha a keretszerkezetes Øpület szØlessØge Ællandó, akkor a szØlteher a magassÆg
mentØn egyenletesen megoszlónak tekinthetı. A keretre a szØlteher a födØmek ma-
gassÆgÆban egyenlı nagysÆgœ P = ph koncentrÆlt erık formÆjÆban hat (kivØve a
legfelsı gerendÆt, amelyre csak feleekkora erı mßködik), mivel a falszerkezet Æl-
talÆban födØmtıl-födØmig hordja Æt a szØlterhet Øs a keretre a födØmek adjÆk Æt az
erıket, a kontinuum-modellre azonban egyenletesen megoszló terhet vehetünk fel.
VizsgÆljuk meg, milyen eredmØnyeket ad a Csonka-modell erre a terhelØsi esetre.
4.1. MEGOLD`S A MAGASS`G MENTÉN `LLANDÓ OSZLOPKERESZTMETSZETEK
ÉS GERENDAMEREVSÉGEK ESETÉRE
Abból a cØlból, hogy egyszerß kØpleteket kapjunk, az alÆbbi közelítØsekkel fogunk
Ølni:

















A (2)(4) összefüggØsekkel elkövetett hiba mintegy 5%, ha
a H > 1, 5, ill. a h < 0, 6, (5)
Øs mintegy 10%, ha
a H > 1, 2, ill. a h < 1, 2. (6)
(Pontosabban fogalmazva: a h = 1, 2-nØl a (3) kØplet hibÆja 6%, a (4) kØpletØ 15%.)
Az a mennyisØget a (10) kØplet definiÆlja.
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Az igØnybevØtelek kiszÆmítÆsÆhoz szüksØgünk lesz nØhÆny segØdmennyisØgre,
ill. összefüggØsre.
Mivel a gerendÆk a keret kilendülı alakvÆltozÆsa sorÆn antimetrikus alakvÆlto-


















ahol az összegezØst egy emelet valamennyi gerendavØgØre kell kiterjeszteni. A
kontinuum-oszlop (2. Æbra) I inercianyomatØka az egyes i oszlopok inercianyo-
matØkainak összege:
I I i= å . (9)





12 Dr. KollÆr Lajos
2. Æbra












































A gerendÆkról az oszlopra Ætadódó összpontos nyomatØk Csonka szerinti kife-


























































































































































































A gerendÆkra ható legnagyobb nyomatØk helye Csonka szerint:
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Ezt a kØt kØpletet nem szüksØges Ætalakítani, mivel Csonka mÆr felhasznÆlta elıÆl-
lítÆsukhoz az említett közelítØseket, Øs ezeken kívül mØg feltØtelezte, hogy nem-
csak H-ra, hanem x-re is ØrvØnyesek a közelítı (2) összefüggØsek. x Mk ( )
max
ger ÆltalÆ-
ban nem esik pontosan egy gerenda helyØre, de mivel egy függvØny a maxi-
mumÆnak környezetØben csak lassan vÆltozik, az így kiszÆmított nyomatØkot ØrvØ-
nyesnek vehetjük a legközelebbi gerendÆra.
Az oszlop közepe tÆjÆn Øbredı, helyi maximumot adó, az alsó, befogÆsi kereszt-
metszetben fellØpıvel ellenkezı elıjelß oszlopnyomatØk kiszÆmítÆsÆhoz össze-
gezzük a kontinuum-oszlop (11b) nyomatØkÆt Øs a gerendÆkról leadódó (12b) nyo-
matØk felØt:
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Ennek x szerinti derivÆltjÆt zØrussal egyenlıvØ tØve a következı mÆsodfokœ egyen-
letet kapjuk e a x-re
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(A gyök elıtti negatív elıjel nem ad valós eredmØnyt, így nem vesszük figyelem-
be.) Ebbıl:
x




















































Az így kapott xk-val a (17) kØpletbıl szÆmíthatjuk ki a helyi maximumot adó osz-
lopnyomatØkot.
Az oszlop közepe tÆjÆn Øbredı nyomatØk mindig kisebb az oszlop alsó kereszt-
metszetØre ható (14) nyomatØknÆl, de vÆltozó oszlopkeresztmetszet esetØben (l. a
4.2. pontban) mØgis szüksØgünk lehet rÆ.
A fentiekben megadott nyomatØkok a teljes keretre mßködnek. Az egyes oszlo-
pokra ható nyomatØkokat œgy kapjuk meg, hogy a fenti oszlopnyomatØkokat szØt-






= oszl. , (20)
az egyes gerendavØgekre ható nyomatØkok elıÆllítÆsÆhoz pedig a (12), (13), ill.
(16) kØplettel megadott gerendanyomatØkot az illetı gerendavØg-merevsØgnek Øs










VØgül megadjuk a keret felsı pontja vízszintes eltolódÆsÆnak közelítı kifejezØsØt:
y
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Itt a kØplet elsı fele a kontinuum-oszlop eltolódÆsÆt adja meg SzerØmi dolgozata
[4] alapjÆn, amit œgy is megkaphatunk, hogy a (11a) kØpletet kØtszer integrÆljuk,
meghatÆrozzuk az integrÆlÆsi Ællandókat a peremfeltØtelekbıl, Øs felhasznÆljuk a
(2) közelítØseket. A mÆsodik zÆrójeles kifejezØs az oszlopoknak a gerendÆk közötti
többletkilendülØsØt veszi közelítıen figyelembe [3] szerint. E többletkilendülØst a
valódi keretre Øs a kontinuum-oszlopra ható nyomatØkÆbra különbsØge okozza,
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amely emeletenkØnt egy-egy fßrØszfog-alakœ nyomatØkÆbrarØszbıl Æll, l. a
4. ÆbrÆt. Ezt az oszlopra ható megoszló nyomatØkok ellentettjei Øs a gerendÆkról
tØnylegesen ható összpontos nyomatØkok okozzÆk. [3]-ban ebbıl a fßrØszfog-ala-
kœ nyomatØkÆbrÆból szÆmítottuk ki a többletkilendülØst, a szÆmítÆs egyszerßsítØse
cØljÆból a kontinuum-oszlopra ható megoszló nyomatØkokat egy emeletmagassÆ-
gon belül konstansnak tekintve, nagysÆgukat egyenlınek vØve az emeletmagassÆg
felØben mßködı megoszló nyomatØk intenzitÆsÆval, Øs feltØtelezve, hogy az eme-
letenkØnt jelentkezı fßrØszfog-nyomatØkÆbra alsó Øs felsı ordinÆtÆja egymÆssal
egyenlı.
4.2. MEGOLD`S LEFELÉ NÖVEKVÕ OSZLOP- ÉS GERENDAMEREVSÉGEK ESETÉRE
Amennyiben a közelítı szÆmítÆs szerint akÆr az oszlopok, akÆr a gerendÆk kereszt-
metszete nem felel meg, akkor megnövelhetjük az oszlopok, ill. a gerendÆk ke-
resztmetszetØt. Ekkor megvÆltozik a k/EI arÆny, Øs ezØrt œjra el kell vØgeznünk a
szÆmítÆst, azaz iterÆlnunk kell. Itt Ørdemes meggondolnunk a következıket.
Ha növeljük a gerendÆk hajlítÆsi merevsØgØt az oszlopokØhoz kØpest, akkor
ezek a külsı hajlítónyomatØkból egyre többet alakítanak Æt az oszlopokban mßkö-
dı derØkerıkkØ, azaz egyre jobban tehermentesülnek az oszlopok a hajlítÆs szem-
pontjÆból. Ez pedig elınyös lehet, mivel a derØkerıket az oszlopok sokkal köny-
nyebben fel tudjÆk venni, mint a nyomatØkokat. Ebbıl rögtön levonhatjuk azt a kö-
vetkeztetØst, hogy ha csökkenteni akarjuk az oszlop-keresztmetszeteket, akkor a
gerendÆk merevsØgØt kell növelnünk. A gerendÆk merevsØgØnek növelØsØvel
azonban az oszlopnyomatØkokat legfeljebb a vØgtelen merev gerendÆkkal bíró ke-
reten fellØpı oszlopnyomatØkok szintjØre tudjuk leszÆllítani, ennØl tovÆbb nem
tudjuk ıket csökkenteni.
EljÆrhatunk azonban mÆskØpp is. Az elızı pontban lÆttuk, hogy mind a kon-
tinuum-oszlop nyomatØkai, mind a gerendÆkról az oszlopokra Ætadódó nyomatØ-
kok csupÆn a k/EI arÆnytól, azaz a gerendÆk Øs az oszlopok merevsØgØnek egymÆs-
hoz viszonyított nagysÆgÆtól függenek. Ebbıl következik, hogy ha mind a
gerendÆk, mind az oszlopok merevsØgØt ugyanolyan módon vÆltoztatjuk a magas-
sÆg mentØn (pl. lineÆrisan növeljük lefelØ), akkor a k/EI arÆny Ællandó marad, Øs Ør-
vØnyesek maradnak az Ællandó gerenda- Øs oszlopkeresztmetszetß keretek nyoma-
tØkaira az elızıkben megadott kØpletek. (MegvÆltozik viszont az alakvÆltozÆsok
kifejezØse.)
Ha tehÆt a közelítı szÆmítÆs azt mutatja, hogy a keretoszlopoknak akÆr a legal-
só, akÆr a közØptÆji keresztmetszete nem felel meg, vagy a gerendÆk tœlsÆgosan
gyengØk, akkor megtehetjük azt is, hogy az oszlopok Øs a gerendÆk merevsØgØt a
magassÆg mentØn tetszılegesen, de egymÆssal arÆnyosan megnöveljük. Ekkor
ugyanis nem vÆltozik meg a magassÆg mentØn Ællandó oszlop- Øs gerendamerevsØ-
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gekre kiszÆmított nyomatØkok ØrtØke Øs így feleslegessØ vÆlik az iterÆció. Ez a me-
revsØg-vÆltoztatÆs lehet folyamatos (pl. a magassÆg mentØn lineÆris), de lehet lØp-
csızetes is.
5. SZ`MPÉLDA
A következıkben Csonka [1], [2] szÆmpØldÆjÆt vesszük alapul (3. Æbra). Amikor
megvizsgÆljuk, mekkora hibÆt követünk el azzal a közelítØssel, hogy a kontinuum-
oszlop nyomatØkÆbrÆjÆhoz hozzÆadjuk (ill. levonjuk belıle) a gerendÆkról az osz-
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3. Æbra
lopra Ætadódó nyomatØkok felØt, a Csonka Æltal kiszÆmított ØrtØkeket tekintjük
pontosnak. Az ÆbrÆn nem szereplı adatok:
p = 3,0 kN/m
E = 22,5 • 106 kN/m2
I = 0,010 m4
k = 0,016E m2
a = 0,4 m1
A keret nyomatØkait a 4. ÆbrÆn tüntettük fel. Az utolsó oszlopban szerepelnek a
kontinuum-oszlop nyomatØkai, amelyeket segØdmennyisØgeknek tekinthetünk.
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4. Æbra
A magassÆg közepetÆjÆn Øbredı, helyi maximumot adó oszlopnyomatØk helye

















































a nyomatØk nagysÆga pedig a (17) kØpletbıl:
a x k = =6 3586 577 44
6 3586, ; , ;,e

















































Csonka szerint a legnagyobb (negatív) oszlopnyomatØk x = 15 m-nØl Øbred, nagy-
sÆga 80,37 kNm.















































= =0 022 2 2, ,m cm.
LÆthatjuk, hogy a javasolt közelítØssel mindenütt csak kis hibÆt követünk el.
Ezek alapjÆn ajÆnlhatjuk a közelítı módszer alkalmazÆsÆt a keretek mØretfelvØte-
lØhez. A vØgleges mØretezØshez termØszetesen pontosabb módszerre van szüksØg,
amelyben nem szerepelnek az itt alkalmazott elhanyagolÆsok Øs közelítØsek, Øs
amely megadja az oszlopokban mßködı nyomóerık nagysÆgÆt is.
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APPROXIMATE DETERMINATION
OF THE BAR CROSS SECTIONS OF FRAME STRUCTURES
Summary
When designing a frame structure we have to assume its cross sections. To avoid lengthy iterative
computer calculations, a simple straightforward method is needed to assess the adequate cross
sections of the bars. In this paper such a method is presented, based on the earlier work of P. Csonka,
who replaced the frame by a single column whose cross sections are elastically restrained against
rotation. A numerical example shows the applicability of the method.
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